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€ Campos escalares y vectoriales
© Gradiente de un campo escalar
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© Flujo y divergencia de un campo vectorial. Teorema de Gauss. Campos
solenoidales

© Rotacional de un campo vectorial. Teorema de Stokes. Campos
conservativos
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1. Campos escalares y vectoriales

@ Concepto de campo

Se dice que en una regién del espacio existe un campo cuando a cada
punto de esa regién se le puede asignar un valor dnico de determinada
magnitud.

En el caso de que la magnitud sea un escalar se dira que se trata de un
campo escalar. Por el contrario, si la magnitud tiene caracter vectorial
diremos que se trata de un campo vectorial.

@ Campo escalar
Los campos escalares se visualizan mediante las superficies de nivel.

Se denomina superficie de nivel o superficie isoescalar al lugar
geométrico de los puntos del espacio en que el escalar toma el mismo valor.

Si f(x,y, z) es la funcién que asigna a cada punto del espacio P(x, y,z) un
escalar, matematicamente una superficie isoescalar se representa por la
ecuacion

f(x,y,z) = cte
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» Dos superficies de nivel no pueden cortarse.

Si ésto fuese posible, en los puntos de
corte se verificaria simultaneamente las

dos ecuaciones f(x,y,z) =cy
f(x,y,z) = ¢’ lo cual iria en contra de ’
la definicién Gnica de punto.

@ Campo vectorial

Los campos vectoriales se visualizan mediante las lineas vectoriales.

Se denomina linea vectorial o linea de campo a aquella linea que en
cada punto del espacio es tangente al vector campo.

Esto significa que en cada punto P, el A
vector desplazamiento dr segan la linea _
de campo y el vector campo, A, son 5
paralelos y por lo tanto
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Ai + Ay + Ak = A(dxi + dyj + dzk)
es decir, /Yy dr son proporcionales,verificandose

o _dy dz

A A A,

que es la expresion diferencial de las lineas de campo.

>|

» Dos lineas de campo no pueden cortarse.

@

De ser posible, en el punto de corte P
tendriamos dos valores distintos del
campo lo cual contradice que sea una
funcién anica de punto.
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Si suponemos una superficie en el

espacio y trazamos en ella una linea S
cerrada C, se denomina tubo vectorial .
al conjunto de lineas de campo que se -
apoyan en dicho contorno asi como las a

que pasan por su interior.

2. Gradiente de un campo escalar

Supongamos una regién donde esta
definido un campo escalar U(x,y,z) y
sean Py @ dos puntos infinitamente
proximos.

Al pasar de P a @ la funcién U habra
variado en

dU = U(x+dx,y +dy,z+ dz) — U(x,y, z)
que matematicamente puede expresarse en la forma
ou ou ou

dU = — dx+ — dy + — d.
U I X+8y y+8z z
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y como el vector desplazamiento es dr = dxi + dyj + dzk, resulta
ou -~ oU - oU -

_ (oY [ 9Y £\ . - - E
du <8xl+3yj+8z ) (dxi+ dyj + dzk)

Al vector

005 Wy 90 (1)
ox (9yj 0z

se le denomina gradiente del campo escalar U.

gradU =

Resulta que, el gradiente es el vector que multiplicado escalarmente por el
vector desplazamiento nos da la variacién de la funcién escalar

dU = gradU - dr (2)

El vector gradiente puede representarse también en la forma

gradU = VU

R. Bravo (USC) Tema 2: Teoria elemental de campos

siendo, en coordenadas cartesianas,

el operador nabla.

» Direccién del vector gradiente

Desplacémonos sobre una superficie
isoescalar, U=cte, entre dos puntos
infinitamente préximos Py Q.

Al ser U=cte = dU=0, y de la ecuacién
(2) obtenemos

0= gradU - dr
es decir, gradU y dr son perpendiculares.

La direccién del gradiente es, en cada punto, perpendicular a la superficie
de nivel que pase por dicho punto.
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» Sentido del vector gradiente

Si nos desplazamos en el mismo sentido
del vector gradU, tendremos segiin (2) gradu
dr
dU = gradU - dr B

— |gradU| |dr| cos0 > 0

La sentido del vector gradiente es el de crecimiento de la funcién escalar
correspondiente.

» Derivada direccional

Supongamos que nos desplazamos gradu

desde el punto P al Q, infinitamente Q
préximos, formando un angulo 6 con { X
gradU P&,
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La variacidon que experimenta la funcién escalar sera, de acuerdo con la
ecuacion (2)

dU = gradU - dr = gradU - rp |dr|
en donde 1y es un vector unitario, || = 1, en la direccién y sentido del
desplazamiento.

Al término U
|dr|

se le denomina derivada direccional del campo, e indica la variacién de la
funcién escalar por unidad de desplazamiento al movernos en la direccién
determinada por rp.

La derivada direccional no es mas que la proyeccién del vector gradiente en
la direccién dada por rp. La ecuacién (4) también puede escibirse como

ﬂ = |gradU| cos 6
| dr
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Cuando 6 =0, cos 6 = 1, la derivada direccional toma el valor maximo

du

— = radU 5
@ lgradU| ()

max

la derivada direccional maxima coincide con el médulo del gradiente. ]

La expresién (5) permite establecer que la direccién del gradiente es aquella
en la que la funcién escalar experimenta la maxima variacion.

Dada la funcién escalar U = x? + y?, calcular el vector gradiente en el
punto P(2,0).

Apliquemos la ecuacién (1) para calcular el gradiente

8—U = 2x; 8—U —=2y; gradU = 2xi + 2yj
ox Oy
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y en el punto P(2,0) toma el valor gradU = 4/

En la figura representamos la isoescalar
U=4 que es una circunferencia de radio 47
2, y el vector gradiente en el P(2,0)

Como podemos ver, el gradiente es perpendicular a la curva de nivel en
P(2,0) y de sentido el de crecimiento de U.

3. Circulacién de un campo vectorial

Consideremos una trayectoria cualquiera
MN en una region del espacio en la que
esta definido un campo vectorial A, y
sea dr el vector desplazamiento en el
sentido de recorrido de la trayectoria
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Se denomina circulacién elemental del campo A al producto escalar

dC=A-dr (6)

y circulacién del campo Aalo largo del camino finito MN, a la integral
N — —
c— / A.dr (7)
M

El valor de esta integral depende, en general, de la curva que estamos
considerando y de los puntos M y N.

Un caso de especial interés en Fisica es aquel en que A= gradU. Si
sustituimos este valor de A en la expresion (7), tendremos

N N - N
C:/ A- r:/ gradU-dr:/ dU = Uy — Uy (8)
M M M

donde hemos tenido en cuenta la ecuacién (2). El resultado pone de
manifiesto que el valor de la circulacién depende solamente de los estados
inicial y final, y no depende de la trayectoria.
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Supongamos ahora una trayectoria cerrada.
La circulacién en dicha curva viene dada por

fﬁ-d? (9)

Vamos a expresar esta integral cerrada como suma de dos integrales

abiertas
j{A-dr:/ A-dr+/ A-dr (10)
M (1) N(2)

En general, el valor de esta integral es distinto de cero.

Si particularizamos la expresién anterior al caso de que A = gradU, resulta

N M
fﬁcfr:/ gradU-c7r+/ gradU - dr (11a)
M (1) N(2)
Z(UN— U/\/l)-l-(U/\//— UN):O (llb)
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Escribamos ahora la ecuacién (10) de otra forma. Para ello, tendremos en

cuenta que
Mo N
/ A-dr=— / A-dr
N(2) M(2)

%A-dr:/ A-dr—/ A-dr (12)
. Jm () Jme)

En el caso de que A= gradU, y de acuerdo con el resultado (11b)

jéA-dr:/ A-dr—/ A-dr=0
M (1) M(2)

y por lo tanto

es decir
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Podemos establecer que, si un campo A deriva de una cierta magnitud
escalar U a través del gradiente, A = gradU, se verifica:

@ su circulacién a lo largo de una trayectoria cerrada cualquiera es
siempre nula, ecuacién (11b)

@ la circulacién entre dos puntos M y N cualesquiera, sélo depende de la
posicién de éstos y no del camino seguido, ecuacién (13)

4. Flujo y divergencia de un campo vectorial. Teorema de Gauss. Campos

solenoidales

@ Representacién de superficies

Por convenio, un elemento de superficie, dS, se representa por un
vector, de mddulo igual al drea del elemento de superficie, direccién
normal al plano que contiene a dicho elemento de superficie, y de sentido:

R. Bravo (USC) Tema 2: Teoria elemental de campos 2023-24 16 / 44



> si esta situado sobre una superficie abierta
el de avance de un tornillo dextrégiro que gire en el sentido que
previamente hayamos fijado sobre el contorno del elemento de
superficie.

» si esta situado sobre una superficie cerrada
hacia el exterior de la superficie cerrada.

@ Flujo de un campo vectorial

Supongamos que en una regién del espacio existe un campo vectorial A
Consideremos en esa regién una superficie abierta finita S y sea P un punto
cualquiera de esa superficie. Tracemos entorno a P un elemento de
superficie dS.

R. Bravo (USC) Tema 2: Teoria elemental de campos

Se define flujo elemental del campo A das Y
a través del elemento de superficie dS
dp=A-dS (14)
El flujo total a través de la superficie completa S, sera
¢ = / A-dS (15)
S

El flujo puede presentar valores positivos, negativos o nulos, dependiendo
del angulo que formen el vector campo y el vector superficie.

La expresion (14) puede integrarse para calcular el flujo en una superficie
cerrada

gb:]iA-dS (16)

» El concepto de flujo y linea de campo estan relacionados, de tal forma
que podemos interpretar el flujo como una medida del namero de
lineas de campo que atraviesan una superficie dada.
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Analizaremos a continuacién el flujo a través de una superficie cerrada:

Las tres situaciones posibles son:

(a) flujo total positivo (salen mas lineas
de campo de las que entran)

En esa region existe un balance neto de
manantiales de campo

(b) flujo total negativo (entran mas lineas
de campo de las que salen)

Se dice entonces que en esa regién existe
un balance neto de sumideros de campo
(c) flujo total nulo (el nimero lineas de
campo que entran es igual al nimero de las
que salen)

Se dice entonces que en esa regién existe
un balance nulo de manantiales y sumideros
de campo (flujo conservativo).
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@ Divergencia de un campo vectorial

Sea una region del espacio en la que esta
definido un campo vectorial A. Sea P un
punto de dicha region rodeado por una
superficie cerrada S, que delimita un
volumen 7.

Se define una nueva funcién escalar de punto denominada divergencia del
campo vectorial A por
. A-dS
divA = lim fs— (17)

7—0 T

» Deficicién operacional

Lo -  0Ac 0A, O0A,
dvA=V A= I + By + 9z
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@ Teorema de la divergencia o de Gauss
Dada una superficie cerrada S, que delimita un volumen 7, se verifica para
todo campo vectorial A que

jéﬁ- d§:/divﬁ dr (19)
S T

@ Significado fisico de la divergencia

- Sea una regién del espacio de volumen 7
limitada por una superficie cerrada S.

- Seg(in la ecuacién (19), si divA =0 en
todos los puntos del volumen 7 entonces el
flujo en la superficie cerrada S, que
contiene a dicho volumen, sera nulo.

- Para que el flujo total sea distinto de
cero, debe cumplirse que divﬁ;é 0en
algunos puntos del interior de S.

- Sean 7; las zonas del interior de 7 en las
que div/T;é 0.
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Como el volumen es aditivo

N
/ divA dr =" / divA dr + / divA dr
T =177 T2
Pero al ser divA = 0 para todos los puntos que no pertenecen a los 7;

/ divA dr =0
T—Z Ti

Por lo tanto, si tenemos en cuenta el teorema de la divergencia (19)
N
=

N
¢:£A‘d5:§£i’4'd5:z¢i (20)

1

el flujo total a través de la superficie S es igual a la suma de los flujos a
través de las superficies S;, con independencia del tamafio y forma de S,
siempre que sigan en su interior las mismas regiones en que divA # 0.
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Este resultado permite introducir la imagen fisica de que dentro de esas
zonas en las que divA # 0 existe un agente, denominado magnitud
activa, que es el causante de la existencia del campo.

Cuantitativamente, la magnitud activa se identifica con el flujo en cada una
de esas regiones en las que divA # 0

M; = ¢;

» Si ¢; es positivo, M; es positivo: en esa regién hay manantiales

> Si ¢; es negativo, M; es negativo: en esa region hay sumideros

La magnitud activa total dentro de la regién contenida en S, sera
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Sea p densidad voliimica de magnitud activa existente en la regién de
volumen 7; en la que divA # 0.

La magnitud activa M; en ese volumen 7; vendra dada por

M;:/pdT:j{ﬁ-dgz/divﬁdT
Ti S; Ti

y al ser idénticos los recintos de integracién, implica que
divA = p (21)

denominada ecuacion de continuidad. Esta ecuacién permite interpretar
la divergencia como la densidad volumica de magnitud activa en cada
punto del espacio.

Consideremos, finalmente, las dos situaciones que se recogen en la figura
siguiente:
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(b)

Si las dos superficies cerradas S y S’ de la figura (a) contienen ambas en su
interior la misma magnitud activa M, de acuerdo con la ecuacién (20), el
flujo que crea M en ambas superficies es el mismo.

Si la magnitud activa M esta fuera de una superficie cerrada S, figura (b),
entonces el flujo en dicha superficie es nulo ya que no contiene magnitud
activa en su interior

@ Campos solenoidales

Un campo vectorial A se dice solenoidal si divA = 0 en todos los puntos
del espacio
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> Si divA =0, la ecuacién (21) implica que p = 0. Es decir, en un
campo solenoidal la densidad de magnitud activa es nula. De otra
forma, no existen fuentes escalares del campo. Por lo tanto, las lineas
de campo deben ser cerradas ya que no existen ni manantiales ni
sumideros.

» Como divA = 0, el teorema de Gauss (19) nos indica que el flujo en
cualquier superficie cerrada es nulo.

» Si el flujo en cualquier superficie cerrada es nulo, entonces el campo es
solenoidal.

» Que el flujo sea nulo en alguna superficie cerrada no implica que el
campo sea solenoidal.

6. Rotacional de un campo vectorial. Teorema se Stokes. Campos
conservativos

@ Rotacional de un campo vectorial
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Supongamos una regién del espacio en la que esta definido un campo
vectorial A.

Consideremos en esa region una superficie.
Sea P un punto sobre la misma y tracemos
entorno a P una curva cerrada y sea S el
area de la superficie limitada por ella.

Fijemos un sentido de recorrido en el contorno de dicha curva cerrada y sea
i el vector unitario normal cuyo sentido corresponde al prefijado sobre el
contorno.

Se define la funcién vectorial de punto denominada rotacional del campo
A y que notaremos por rotA, de tal forma que la componente del
rotaaonal segan la normal en el punto P venga dado por

(22)
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» Deficicién operacional

A
A A |0 o] o]
Ac A, A,

_ [0A;  0A, 0A;, 0A\ », (0A, O0A\ »
_<8y 82>I <8x_82>J+<E_8y>k (23)

@ Teorema del rotacional o de Stokes

Dada una superficie abierta S, limitada por una curva cerrada C, entonces
para todo campo vectorial A

fﬁ~c7rz/rotﬁ-d§ (24)
C S
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La aplicacién del teorema de Stokes

permite afirmar que todas las superficies

abiertas que se apoyen sobre el mismo

contorno, tienen el mismo flujo del

rotacional c

fﬁ.d;:/ rotA-dS = | rotA-dS
C S1 S

Un campo vectorial A se denomina irrotacional cuando rotA = 0 en todos
los puntos del espacio en que esta definido el campo vectorial.

@ Campos conservativos

Un campo vectorial A se dice que es conservativo si deriva de una
funcién escalar de punto a través de su gradiente

A = gradU (25)
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y en consecuencia:

» la circulacién del campo entre dos puntos dados es independiente del
camino seguido y sélo depende de los puntos inicial y final.

» la circulacién a lo largo de cualquier linea cerrada es siempre nula.

Para adecuar el problema matematico al problema fisico se introduce una
nueva funcién escalar puntual V(x,y,z) que se denomina potencial del
campo escalar, definida por

V(X,y,Z) = —U(X,y,Z) (26)
de forma que

Un campo vectorial A se dice que es conservativo si deriva de una
funcién potencial a través del gradiente cambiado de signo

A= —gradV (27)
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Ahora la circulacion del campo A entre dos puntos sera

NH . N . N
/A-dr:—/ gradV~dr:—/ dV =Vy—Vy  (28)
M M M

resultando que la circulacién es independiente del camino, y que la
circulacién en cualquier linea cerrada es nula.

La ecuacion
V(x,y,z) = cte (29)

representa una superficie equipotencial porque en todos los puntos de la
misma el potencial toma el mismo valor.

Las propiedades del vector gradV seran las mismas que las del vector
gradU.

Sin embargo, si utilizamos A=gradU, entonces el campo A tiene el sentido
en el que la funcién escalar U crece; mientras que si A = —gradV/, entonces
el campo A tiene el sentido en el que la funcién potencial V decrece.
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Ejemplo 2
La energia potencial gravitatoria de un sistema de dos masas m; y mp
separadas por una distancia r viene dado por

Calcular la fuerza gravitatoria con que la masa my atrae a la masa mo.

Situemos un sistema de coordenadas
cartesianas con origen en la masa my.
El vector de posicién de la masa my sera

F= xi#+yjq+ zk

de forma que la distancia r entre las dos
masas es
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Para calcular la fuerza gravitatoria F aplicaremos la ecuacién (27)

F= —gradE, = G my mp grad (%) = G my my grad (r_l)

Teniendo en cuenta que

or—1 1 _3
X
or 1 1 _3
oy =3 (X2+y2+22) 22y
or-1 1 3
g :—5 (X2—|—y2—|—22) 222
Z
resulta s
grad (r'!) = — (x> +y* + 2%) 2 <x7+ vi+ ZE)
es decir
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siendo 7, = r//r el vector unitario cuyo sentido es de m; hacia my.

. my
Resulta finalmente que

mymy
Io

F=-673

que es la expresion de la ley de gravitacién
de Newton.

» Otras propiedades de los campos conservativos

m Los campos conservativos son campos irrotacionales.

i

rotA = rot(—gradV) = — % aQ % =0
ov oV v
Ox Oy 0z
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m Si un campo es irrotacional, entonces es un campo conservativo.

/rotA-d§:0:]{ﬁ-cﬁ
S C

resulta que la circulacién en cualquier curva cerrada es nula lo cual significa
que el campo A es conservativo.

Como rotA =0

m Relacién del potencial escalar con la densidad de magnitud activa.

Si la ecuacién (21) la particularizamos para un campo conservativo

divA = div(—gradV) = p

y como
. - 0~ 0 - ovV. oV-. 9V
d/v(—gradV)——(&l—F@ Ek) . (alﬁ-w +Ek>
2 2 2
_ PV PV PV

ox2  dy? = 0z2
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a V2 = A se le denomina operador laplaciano. Resulta entonces
-V2V =p (30)

expresion que se conoce como ecuacion de Poisson.
En las regiones en que p = 0, la ecuacién anterior se transforma en

V3V =0 (31)

que se denomina ecuacion de Laplace. En las regiones en que se cumple
la ecuacién de Laplace, al potencial se le denomina arménico

@ Calculo de la funcién potencial

» Método de integracion

Dado el campo vectorial conservativo A = —2xyi — (x2 + z2)j — 2yzKk,
obtener la funcién potencial V tal que A = —gradV utilizando el método
de integracién.
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Dado que tiene que cumplirse que A= —gradV/, entonces se verificara

- - - oV oV- 9V~
Adi +Aj+Ak=—|—i+—j+—k

I+ Ay + <6xl+8y1+82 >
por consiguiente, debe verificarse que

ov oV oV

o -y T (32

Cojamos la primera de las ecuaciones (32) y sustituyamos la componente x
del campo por su valor, A, = —2xy

Y o
Ox Y

e integremos respecto a la variable x, considerando que en este proceso
tanto la variable y como la z son constantes

/dV=/2xy dx = V=x2y+f(y,z2) (33)
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donde f(y,z) es la constante de integracién que debe ser independiente de x
pero que puede ser funcién tanto de y como de z.

Para determinar la forma de f(y,z), derivamos respecto a la variable y el
potencial V dado por (33)

ov 2y of(y, z)

ay T oy
y teniendo en cuenta la segunda de las ecuaciones (32)
oV of
_ X2 + (y) Z)

-7 —:—A:2 2
dy Dy y =X"+z

es decir
af(yvz) _ 2
——— =z
dy
y que al integrar en la variable y

/f(y,z):/z2 dy = f(y,z):zzy+f(z)
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Debemos darnos cuenta que f(y,z) no depende de la variable x, por lo
tanto, la constante de integracién no podra depender de x, como maximo
dependera de z.
Sustituyendo el valor encontrado para f(y,z) en la expresiéon de V dada por
(33), llegamos a

V =2y + 22y + f(2) (34)

Por dltimo, para determinar la forma de f(z), derivamos el potencial V dado
por (34) respecto a la variable z y tenemos en cuenta la tercera de las
ecuaciones (32)

oV of(z)

L2 = A, =2
0z YTy, 2=

y por lo tanto
0f(z)

57 =0 = f(z)=cte
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resultado que al sustituir en (34) nos proporciona el valor buscado del
potencial V
V = x%y + Z%y + cte (35)

que como podemos ver esta indeterminado por una constante. Esta puede
ser evaluada si se conoce el valor de V en un punto dado.

» Método de la circulacion

Este método se basa en el hecho de que la circulacién de un campo
conservativo es independiente del camino utilizado y sélo depende del
punto inicial y final.

Ejemplo 4

Dado el campo vectorial conservativo A = —2xyi — (x2 + z2)j — 2yzKk,
obtener la funcién potencial V tal que A = —gradV utilizando el método
de la circulacién.
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De acuerdo con la ecuacién (28) podemos
escribir que )

P P(xy.2)
A-dr=Vo— Vp
(0]

donde O(0,0,0) representa el origen de
coordenadas y P(x,y,z) un punto genérico.

R(x,y,0)

Al ser la circulacién de un campo conservativo independiente de la
trayectoria, y de acuerdo con la figura

P _ Q _, R _ P _
/ A-dr:/ A~dr+/ Aodr+/ A-dr
(0] (0] Q R

Trayectoria OQ: x varia de 0 hasta x, y=0, z=0, dr = dxi, A-dr = Aydx
y como A, = —2xy = 0, resulta
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Trayectoria QR: x es constante, y varia de 0 hasta y, z=0, dr = dyf,
A-dr=A,dy
y como A, = —(x? + z?) = —x

R, y y
/ A-dr:/ Aydy:—xz/ dy = —x%y
Q 0 0

Trayectoria RP: x es constante, y es constante, z varia de 0 hasta z,
dr = dzk, A-dr = A,dz
y como A, = —2yz, resulta

R z z
/ A-dr:/ Azdz:—2y/ dz = —2%y
Q 0 0

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en cada tramo, nos quedara

2 resulta

Vo—Vp=—x2y—2%y = Vp=Vo+x2y+2z%

resultado que esta indeterminado por una constante V.
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